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法政大学大学院デザイン工学研究科システムデザイン専攻修士課程 
 
Hybrid-type Penalty Method (HPM) is the new numerical method suitable for the analysis of non-linear 
problem such as cracking. In this paper, I show a numerical method for the discrete limit analysis with thermal 
loading for a in-plane or out-of-plane problems by using HPM. There is the characteristic of both of the FEM 
suitable for a elastic analysis and RBSM which can express crack easily in HPM. .In the first part of the paper, I 
have given brief formulation of in-plane thermal stress problems. In second part, I have given some numerical 
results to check the progress of the crack by the simple numerical examples. Next, I develop a discrete limit 
analysis of  a plate bending problem with thermal loading. Finally, I analyze the sheet glass with thermal 
loading as an example of the out-of-plane problems. 
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１． はじめに 
ハイブリッド型仮想仕事式の原理[1]を基礎とするハ
イブリッド型ペナルティ法[2]（HPM：Hybrid-type Penalty 
Method）では，解析領域を部分領域に分解し，要素毎に
独立な変位場を仮定する．このとき，要素境界辺上の変
位の連続性に関する付帯条件は，Lagrange の未定乗数を
用いて導入される．この未定乗数は，物理的には表面力
を意味している．そこで，川井[3]によって開発された剛
体ばねモデル（RBSM：Rigid Bodies Spring Model）のば
ねの考え方を Lagrange の未定乗数に適用し，ばね定数と
してペナルティ関数を用いることで，部分領域間におけ
る表面力を表現する．この表面力を用いれば，RBSM と
同様，領域境界辺上での破壊を扱うことができ，すべり
や引張破壊などの進行型破壊を表現できる．このように，
HPM は，ペナルティ関数をばねと同等に取り扱うことで，
ひび割れの発生を明快に表現できるところに利点がある． 
また，線形変位場を三角形形状の各部分領域に適用す
れば，HPM の弾性解精度は FEM における定ひずみ要素
と同等になり，弾性解の精度を維持しつつ離散化極限解
析が行える[4]．剛体変位とひずみに加え，ひずみの勾配
まで考慮すれば 2 次の変位場を用いることもできるし，
さらに高次の変位場も容易に誘導することができる
[5][6]． 
一方で，梁，平板のような特殊な構造要素を必要とす
るモデルを一般的な 3 次元要素を用いて解析した場合，
問題特有の変形モードを適切に近似するためにはメッシ
ュ分割数および解析時間が膨大になるため，各部分領域
に導入された変位場に板曲げ理論などの仮定を適用する
ことで[7]，問題の特殊性に応じた要素を開発することが
求められる[8]．これら板曲げ問題対しても，様々なひび
割れ表現方法が研究されているが，面内問題や 3 次元問
題ほど多くはない．一方，RBSM を用いた平板のひび割
れ解析[9]やHPMを用いた薄板のひび割れ解析も[10][11]
も提案されている． 
脆性材料に発生する熱に伴うひび割れは，分散する傾
向に有り，また，地面の乾燥収縮時に見られるような，
複数の塊を構成するように発生することもある．このよ
うなひび割れの入り方を，金属材料の疲労に伴う進行型
のクラックのようなモデル[12]で表現することは難しい．
また，熱に伴う一様応力場のような場合，連続体近似に
基づく分散クラックモデルを利用すると，全体にクラッ
クが広がり，現実的な現象と異なった結果が得られるこ
ともある． 
そこで，本研究では，このような分散した熱に伴うひ
び割れの発生を予測することを目的として，ひび割れの
表現が容易である HPM を用い，面内および面外の熱応
力に伴う離散化極限解析手法の開発を行う．はじめに，
面内要素における熱応力の取り扱いについて整理し[13]，
つづいて，その手法を面外要素に適用することで，HPM
による板曲げ問題の新しい熱応力ひび割れ解析手法を開
発する． 
 
２． 支配方程式とハイブリッド型仮想仕事式 
（１）支配方程式 
弾性問題の支配方程式をマトリックス形式により表す
と以下になる． 
 
（釣り合い方程式）   (1) 
（応力－ひずみ関係）   (2) 
（ひずみ－変位関係）   (3) 
 
ここで， は応力， はひずみ， は変位， は物体力を
表している．また，式(2)の は熱応力で，以下のよう
に表される． 
 
  (4) 
 
なお， は熱による自由ひずみを表しており，以下の
ように表すことができる． 
 
  (5) 
 
また， であり， は温度の変化
量である． 
（２）ハイブリッド型仮想仕事式 
式(1)に，幾何学的境界条件を満たす仮想変位 を乗じ
て領域 について積分をし，M 個の部分領域  の和と
した仮想仕事式に式(2)，式(4)を適用すると以下のように
表せる． 
 
 
                           (6) 
 
 
図 1 領域  と 部分領域 ，  
 
図 1 に示すように，隣接する 2 つの部分領域の共通の
境界 において，付帯条件 
 
  (7) 
を隣接する要素の境界で共通な Lagrange の未定乗数
を用いて， 
 
 (8) 
 
と表し，仮想仕事式に導入すると，以下のような付帯条
件付きの仮想仕事式が得られる． 
 
 
                 (9) 
 
３． 面内熱応力問題の離散化方程式の誘導 
（１）二次元 1 次の変位場 
本節では，2 次元平面応力状態を想定した HPM による
2 次元熱応力問題における離散化方程式を誘導する．平
面応力問題は，厚さが薄く，自由に変形できる平板にお
いて， 面に荷重を受ける状態で， 方向の応力が以下
のように 0 となると仮定して求められる． 
 
  (10) 
 
本節で用いる変位場は，領域内における任意点の剛体
変位とひずみを自由度として扱う．いま，領域  内
における 1 次の変位場  は次のように表される． 
 
 (11) 
 
 HPM では，このように各領域内の任意点におけるパラ
メータを用いて変位場を表すため，部分領域の頂点は領
域形状を認識のためだけに用いられ，変位を共有しない．
したがって，要素形状が限定されず，任意の多角形や多
面体を部分領域として用いることができる．仮に，部分
領域の形状を三角形とすれば，FEM と同等な弾性解とな
る．また，部分領域を要素間に設けたばねにより連続性
を表すため，引張破壊や進行型破壊の解析が可能になる． 
（２）Lagrange の未定乗数とペナルティ関数 
式(12)に示される Lagrange の未定乗数は，物理的には
表面力に対応する．そこで，HPM では図 1 に示す部分領
域間の境界  上の未定乗数，すなわち表面力を次の
ように仮定する． 
 
  (12) 
 
 ここで，  は部分領域間の相対変位，  はペナル
ティ関数であり，二次元問題の場合，これを成分で表す
と以下のようになる． 
 
 (13) 
 
このように，HPM では部分境界辺上に極めて硬いばね
を設けて近似的に変位の連続性を導入している． 
（３）離散化方程式 
式(9)に式(11)と式(12)の関係を代入すると，HPM の離
散化方程式が以下のように求められる． 
 
 (14) 
 
ただし，各係数は以下のとおりである． 
 
    
 
このように，HPM の離散化方程式の係数行列は，部分
領域毎の剛性  と，部分領域境界辺毎の付帯条件 
 の和で表される．なお， ，  は式(9)の左辺
の第 2 項，第 3 項を離散化したものである． 
 
４． 面内熱応力問題の非線形解析法 
（１）要素間破壊 
a）すべり破壊 
すべりの条件としてMohr-Coulombの条件を用いると，
降伏関数 は以下のように表すことができる． 
 
 (15) 
 
ここで，  は粘着力，  は内部摩擦角， ，  は，それ
ぞれ法線方向，接線方向の表面力を表している． 
本論文では，表面力を式(13)のように， ，  の代わ
りに ， で表している．これを簡単に 
 
 (16) 
 
とすると，降伏関数は以下のように表すことができる． 
 
 (17) 
 
一方，塑性ひずみ増分の方向を規定する関数である塑
性ポテンシャル についても同様に以下のように表す． 
 
 (18) 
 
一般的な塑性流れ則は応力とひずみの関係で表されて
いるが，本研究では，式(12)のように，ひずみの代わり
に相対変位 を用いている．そこで，塑性化後の相対変
位の増分 を以下のように考える． 
 
 (19) 
 
ここで， は増分量であることを，また，上付きの は
塑性状態の量であることを示している． 
塑性化する前の量を上付きの で表せば，全相対変位
は以下のようになる． 
 
 (20) 
 
一方，塑性化前の表面力と相対変位の関係は式(12)で
表されており，これを改めて以下のように表しておく． 
 
 (21) 
 
式(21)は，式(19)，(20)の関係を用いて次のように表す
ことができる． 
 
 (22) 
 
さらに，塑性条件 
 
 (23) 
 
に代入し， について解いた後，式(23)を整理すれば，塑
性化後の増分表面力と増分相対変位の関係が以下のよう
に得られる． 
 
 (24) 
 
上式において， であれば，関連流れ則に従うこ
とになる．式(24)の()内を とし，関連流れ則を仮定して，
式(15)で示した Mohr-Coulomb の条件に対する塑性化後
の構成行列を求めると，以下のようになる． 
 
 
 (25) 
 
ただし， 
 
 (26) 
 
ここで， ， はペナルティ関数であり，部分領域境界
上の表面力が降伏曲面上の値になった後，式(25)の関係
を用いると，表面力は降伏曲面上を移動する． 
b）引張破壊 
本論文では，引張表面力が許容引張力を超えた時点で，
その境界面が保持していた表面力を単純に全解放する．
以後，ペナルティを 0 として表面力の伝達が行われない
ようにする． 
（２）材料非線形解析法 
FEM の非線形解析法として，荷重増分法における
法[14]がある．この方法は，最も降伏しやすい要素を見
つけ，そこが降伏するために必要な荷重増分率を自動的
に計算から求め，順次その要素を降伏させながら解析す
る方法である． 
この方法は，順次破壊の進展を追跡することができる
が，引張破壊などのように，応力解放の伴う破壊の場合，
その解放力によってさらに破壊が進展し，計算が収束し
にくくなるという問題点がある．本研究では，この方法
を応力解放が伴う問題に対しても適用できるように拡張
し，HPM の非線形解析に適用する[15]． 
 いま，表面力の降伏関数を ，現在の表面力を とし，
増分表面力を とするとき，次式を満たすような が存
在する． 
 
 (27) 
 
この  を荷重増分率と呼ぶ．この を，考えている破
壊条件に基づき，全ての表面力に対して求める． 
このようにして求めた増分率のうち，最少のものを今
回の荷重増分率とする．このとき，現在の値と増分後の
値を，それぞれ， と を付けて表すと， 
 
 (28) 
 
として増分後の値を求めることができる．この結果，増
分後の表面力は，降伏曲面を越えることはなく，降伏曲
面上もしくはその内側に必ずあることになる． 
 非線形解析にあたり，荷重 を幾つかの荷重 に分
割する．この荷重 を作用させ， 法にしたがって
ステップ目までの荷重増分率を求め，その合計を
とすると， ステップ目までに作用した荷重は，
となる．このとき，ステップに載荷すべき未載
荷分の荷重は次のようになる． 
 
 (29) 
 
 次に，この荷重 を作用させて求めた荷重増分率
を とすれば， ステップで作用する荷重
は次式によって与えられる． 
 
 (30) 
 
したがって，第 ステップ目に作用させる荷重は，初め
に与えた荷重を として以下のようになる． 
 
 (31) 
 
いま， ステップ目で，ある境界に引張破壊が発生
した場合，その境界におけるペナルティの値を 0 として
力の伝達を遮断し，その境界において所有していた表面
力を解放力 として，関連部分領域に分配する．
番目の境界における解放力は以下の式によって求める． 
 
 (32) 
 
分配された解放力は，次式のように，次のステップに
作用させる荷重に加え，次のステップにおける増分計算
を行う． 
 
 (33) 
 
このようにして，初めに与えた荷重と解放力を全て使
い切るまで繰り返し計算を行う．このとき，荷重増分率
の合計 を 
 
 (34) 
 
とし， で収束したものと考えることができる． 
 以上示したように，本アルゴリズムは，解放力を与え
ること以外は従来の荷重増分法における 法と同様
なアルゴリズムとなっている． 
 
５． 面内熱応力問題の数値計算例 
（１）周囲拘束での熱収縮によるひび割れの解析 
ひび割れの発生状況から進展状況までを見るため，コ
ンクリート壁の周辺を拘束するモデルを対象として解析
した．解析に用いたモデルを図 2 に示す．要素分割はデ
ローニ分割を用いて，節点数 1000，要素数 1905 に分割
した．また，拘束条件については，赤線で囲った周囲の
要素を熱による影響を受けない材料と仮定し，要素を完
全拘束した．材料はコンクリートを仮定し，設定した表
1 のものを用いる． 
図 3は熱収縮解析結果におけるひび割れの進展状況で
ある．図のように，拘束した周囲からひび割れが発生し，
徐々に大きな一塊のひび割れに進展している． 
図 4 は温度 6.6℃低下時のひび割れの変位モードを示
している．図 4 から拘束されている周囲との境に入って
いるひび割れ以外は，ほとんど一様な大きさのひび割れ
が入っていることがわかる． 
 図 2 要素分割図 
 
表 1 材料定数 
弾性係数 [N/mm2] 33333 
ポアソン比 0.167 
線膨張係数 0.00001 
せん断強さ [N/mm2] 7.51 
内部摩擦角 [度] 37 
厚さ [mm] 1.0 
引張強度 [N/mm2] 3.31 
圧縮強度 [N/mm2] 54.4 
 
 
図 3 温度低下ごとのひび割れの進展状況 
 
 
図 4 6.6℃低下時の変位モード 
 
図 5 は各温度低下時の最大主応力を示しており，図 5
から一様な応力場であっても図 3 のような離散的なひび
割れが形成される． 
 
図 5 各温度低下時の最大主応力 
 
（２）板ガラスの面内熱応力非線形解析 
一様温度を与える範囲を変えた場合のひび割れの進展
の違いを検討するため，板ガラスのモデルを対象として
解析を行った．解析に用いたモデルを図 6 に示す． 
温度場は図 6 の赤線で囲った範囲にそれぞれ一様温度
100[℃]を与えたモデルを 3 つ用意した．要素分割はデロ
ーニ分割を用いて，赤線の囲いの大きなものから順に(a)
節点数 10000，要素数 19706，(b)節点数 10000，要素数
19665，(c)節点数 10000，要素数 19677 に分割した．また，
拘束条件，材料定数は図 6，表 2 に示すとおりである． 
 
 
図 6 板ガラスの解析モデル 
 
表 2 板ガラスの材料定数[16] 
弾性係数 [N/mm2] 7.16×104 
ポアソン比 0.23 
線膨張係数 9.0×10-9 
引張強度 [N/mm2] 48 
厚さ [mm] 20 
 
図 6 の解析モデルを用いた解析結果のひび割れ図を図
7 に示す．この図から，端部から大きなひび割れが温度
場を与えた範囲まで伸びていき，そこでひび割れの進展
が止まった．一様温度場を与えた部分は応力場が一定に
なっているので，温度場を与えた範囲の内部にひび割れ
が進展していかなかったのだと考えられる． 
 
 図 7 各解析モデルのひび割れ図 
 
６． 面外熱応力問題の離散化方程式の誘導 
（１）板曲げ要素の変位場 
本節で用いる変位場は，領域内における任意点の剛体
変位，剛体回転ならびに，ひずみとひずみの勾配を自由
度として扱う．いま，領域  内における 2 次の変位
場  は次のように表される． 
 
 (35) 
 
三次元 2 次の変位場に Kirchhoff-Love の仮定を適用し，
薄板の変位場を導出する．平面保持の仮定より，板厚方
向のせんだんひずみが 0 になること，断面剛の仮定より
板厚方向のひずみが 0 になることが導かれる． 
 
 (36) 
 
式(36)を式(35)に代入することで，薄板のたわみを以下の
ように表すことができる． 
 
 (37) 
 
また，薄板の任意点の変位場は以下のように表すことが
できる． 
 
 (38) 
 
式(38)に式(37)の関係を代入することで，板曲げ要素の変
位場を定義できる． 
 
 (39) 
 
（２）ペナルティ関数と Lagrange の未定定数 
面内熱応力問題と同じように，Lagrange の未定定数は
式(12)で示される．ただし，三次元問題の場合，これを
成分で表すと以下のようになる． 
 
 (40) 
 
ここで， ， ， は部分領域境界面
に対する法線および接線方向の相対変位で，同様に，
， ， は，法線および接線方向に対
する Lagrange の未定定数，すなわち表面力である． 
（３）離散化方程式 
式(9)に式(39)と式(40)の関係を代入すると，HPM の離
散化方程式が以下のように求められる． 
 
 (41) 
 
ただし，各係数は以下のとおりである． 
 
  
 
このように，HPM の離散化方程式の係数行列は，
部分領域毎の剛性  と，部分領域境界辺毎の付
帯条件 の和で表される．なお， ， は
式(9)の左辺の第 2 項，第 3 項を離散化したものであ
る． 
 
７． 面外熱応力問題の非線形解析法 
（１）要素境界面降伏 
本モデルでは，部分領域境界面上において曲げモーメ
ント，ねじりモーメント，せん断力を扱うため，境界面
の破壊を表現するための破壊条件もこれらの物理量を用
いて表す必要がある．ここでは，以下のような破壊基準
を仮定する． 
 
 (42) 
 
ここで， は全塑性ねじりモーメント， は全塑性
せん断力， は全塑性曲げモーメントである． 
また，塑性化後の構成関係は塑性理論より，増分表面
力と増分相対変位の関係が以下のように得られる． 
 
 (43) 
（２）材料非線形法 
HPM では，曲げによるヒンジ線の形成のため，面外熱
応力問題でも面内熱応力問題と同様に 法を採用す
る．いま，部分領域境界面の降伏関数を ，現在の部分
領域境界に働いている表面力を ，増分表面力を
とすると，式(44)を満たすような が存在する． 
 
 (44) 
 
ここで簡単のため，式(42)に示す破壊基準において全塑
性曲げモーメントのみを考慮すれば，式(45)は次のよう
になる． 
 
 (45) 
 
この は荷重増分率と呼ばれており，全てのヒンジを
形成していない部分領域境界面上の表面力についてこの
を求める．同様の手順で，弾性状態にある部分領域の
モーメントについても を求める．このようにして求め
た増分率のうち，最小のものを今回の荷重増分率とする． 
ここで， ステップに載荷すべき未載荷分の荷重，第 ス
テップ目に作用させる荷重，荷重増分率の合計 は式
(29)(31)(34)で表される． 
 
８． 面外熱応力問題の数値解析例 
（１）周辺完全固定板ガラスの面外熱応力の非線形解析 
HPM を用いた板曲げ問題の熱応力非線形解析の検証
を行うため，周囲を完全固定した板ガラスを仮定したモ
デルに裏表の温度差 100[℃]を与え，解析を行った． 
 
 
図 8 解析モデル 
 
表 3 板ガラスの材料定数[16] 
弾性係数 [N/mm2] 7.16×104 
ポアソン比 0.23 
線膨張係数 9.0×10-9 
全塑性モーメント [Nmm/mm] 4800 
厚さ [mm] 20 
 
解析に用いたモデルを図 8 に示す．要素分割はデロー
ニ分割を用いて，節点数 10000，要素数 19711 に分割し
た．また，材料定数は表 3 に示す． 
図 8 の解析モデルを用いた解析結果のヒンジ線図を図
9 に示す．この図から，モデルが熱よって一様に反り，
周辺が全てヒンジの状態となったことがわかる． 
 
 
図 9 解析モデルのひび割れ図 
 
（２）周辺単純支持板ガラスの面外熱応力の非線形解析 
HPM を用いて板ガラスのひび割れの再現を行うこと
を目的に周辺単純支持の板ガラスを仮定したモデルに裏
表の温度差 1[℃]を与え，解析を行った．解析に用いたモ
デルを図 10 に示す．要素分割はデローニ分割を用いて，
節点数 10000，要素数 19711 に分割した．また，材料定
数は表 3 を用いる． 
 
 
図 10 解析モデル 
 
図 10 の解析モデルを用いた解析結果のひび割れ図を
図 11 に示す．モデル全体に一様に温度差を与えたので曲
率が一様になり，Step1 で発生したひび割れが進展せず，
図 11 の Step20 のように，モデル全体に分散して細かい
ひび割れが発生した． 
 
 
図 11 解析モデルのひび割れ図 
このように，曲げ破壊は曲率の影響が顕著に反映され
るため，一様温度場の場合は，面内問題の場合と異なり，
大きなクラックが進展するような現象を表現することが
できない． 
 
９． まとめ 
本研究では，弾性精度が高い変位型の FEM とすべり
やひび割れなどの不連続性な現象を容易に表現できる
RBSM の両者の特徴を有する竹内によって開発された
HPM に着目し，熱によって発生するひび割れや進行型の
破壊現象を解析することを目的に面内，面外に対する熱
応力の離散化極限解析を行った． 
数値計算では，まず，面内熱応力の非線形解析として，
周囲を拘束したコンクリート壁を想定し一様に熱収縮さ
せ，乾燥収縮のような離散的なクラックの発生を定性的
に示せることを明らかにした．次に，板ガラスを想定し
たモデルを用いて解析を行った．その結果，板ガラスの
周辺からエッジに直角に熱割れが発生する現象[17]を再
現することができた．しかし，ある程度ひび割れが進行
した後のひび割れの蛇行現象は，その傾向はうかがえる
ものの，表現することはできなかった． 
つづいて，面外熱応力の非線形解析として，まず，周
辺を完全拘束した板ガラスを想定したモデルの一様温度
差での熱曲げ解析を行い，面外熱応力の離散化極限解析
が正しく動作していることが確認した． 
次に，周辺単純支持の板ガラスを仮定したモデル全体
に一様な温度差を与え，板ガラスの熱に伴うひび割れの
発生を定性的に示すことを試みた．しかし，温度差を全
体にかけたため，モデルの曲率が一様になり，応力も一
様にかかった結果，モデル全体に細かいひび割れが発生
してしまい，実際のガラスに発生するようなひび割れは
再現できなかった． 
板ガラスを想定した面外熱応力解析では，面内に比べ
て非常に小さい値でひび割れが発生したことから，最初
に曲げによりひび割れが発生し，そのひび割れが面内の
熱応力によって進展してゆき，さらに，ひび割れによる
形状変化に伴って曲げによる蛇行したひび割れが発生す
るものと思われる． 
したがって，実際のガラスのひび割れに近い結果を得
るために，今後は，面内と面外の両方の熱応力を同時に
扱えるフラットシェル要素の開発や面外熱応力解析で応
力解放を考慮する必要があるものと考える． 
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